























である。iは虚数単位（i2 = −1），ℏはプランク定数 /2π，Ĥ は対称とする物理系のハミ
ルトニアン，|ψ⟩は量子状態である。Ĥ が時間 tに依存しなければ，その形式解は
|ψ(t)⟩ = e−i Ĥℏ t|ψ(0)⟩ (2)
と書ける。しかし，Ĥ が時間に依存する場合，方程式 (1)に従って |ψ(t)⟩の時間発展を
追っていく必要がある。
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と展開する。複素振幅 ci(t)の実部を c′i，虚部を c
′′
































































と書ける。ここで，ハミルトニアンはエルミート演算子なので，⟨i|Ĥ|j⟩ = ⟨j|Ĥ|i⟩∗ すな
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ハミルトン系では，微小時間 τ 前後の変数 (qi(t), pi(t)) の変化に関してシンプレク
ティック対称性 ∏
i
dqi(t) ∧ dpi(t) =
∏
i
dqi(t+ τ) ∧ dpi(t+ τ) (13)
がなりたつことがある。ハミルトンの運動方程式を













































ここではハミルトニアンとして実対称行列を考える，すなわち H ′ij = Hji, H
′′
ij = 0と
する。H ′′ij ̸= 0 の場合に c′′i (t)に対する方程式 (6)に (14)を適用すると，(14) 第２式第






対称行列で表わされるので，ここでは H ′′ij = 0として論を進める。
変数 {c′i, c′i|i = 1, · · · , n}を成分とするベクトル
c = (c′1, c
′
2, · · · , c′′n, c′′1 , c′′2 , · · · , c′′n)t (16)
の時間発展を
c(t+ τ) = Mc(t) (17)
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M tJM = J (18)




式 (10),(11)に１次の積分公式 (14)を適用した場合，M の成分は
Mij =

δij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n)
Hi(j−n) (1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ 2n)
−H(i−n)j (n+ 1 ≤ i ≤ 2n, 1 ≤ j ≤ n)
δ(i−n)(j−n) −
∑n







の時刻を tではなく t + τ にし
たことでもたらされた項である。なお，簡単のため，係数 τℏ は Hij に含めた。
ここでは，シンプレクティック数値積分法を，よく用いられる４次のルンゲ・クッタ公
式と比較するため，吉田 [1]によって与えられた４次のシンプレクティック積分公式を使






















取り扱う物理系として，2× 2の S = ℏ/2スピン系を取り上げる。以下，ℏ = 1とおく。
小さい系ではあるが，状態ベクトルの次元は 2N（N は格子点の数）なので，量子状態は
*1 ４次公式は吉田以前に知られていたが，吉田はこの一般形を発見し，さらに高次の項を与えた。











変化を取り上げる。ŝiz は格子点 iのスピン演算子 ŝ




z)の z 成分，µB はボー
ア磁子である。ハミルトニアンは，x軸方向に一様な磁場B = (B, 0, 0)のかかった



























, i = 1, , 4 (25)
で表される。|ϕi⟩ は格子点 i のスピンの状態である。|ψ⟩ は ŝiz の固有状態の重ね合わせ






























{αi = 1, βi = 0|i = 1, , 4}であり，先に記した波動関数の確率振幅 {c′i, c′′i |i = 1, · · · , 16}
でいえば，「c′1(0) = 1，他はすべて 0」に等しい。
このような系では，z 軸方向を向いたスピンに対し x 軸方向に磁場をかけるので，
スピンは古典的には y − z 平面内の歳差運動を行う。そのため，Sz は周期的に変化す
る。それは，ハミルトニアンが基底間の遷移を与えるためと考えることができる。実
際，演算子 Ŝz(t)の時間依存性は，物理量 Aの演算子 Âに対するハイゼンベルク方程式
idÂ/dt = ÂĤ − ĤÂの解として
Ŝz(t) = e
iĤtŜz(0)e





= ⟨ψ(0)|Ŝz(t)|ψ(0)⟩は T = π/µBB の周期で振動する。
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図 1 Sz の時間変化
吉田の４次公式で計算した Sz の時間変化を図 1 に示す。式 (27) から期待されるよう
に，時間のコサインカーブになっている。時間 τ の計算の１ステップを µBBτ = ∆t = 1×
10−3 とおく。一周期にかかるステップ数 N は 2N∆t = 2π より N = π/∆t ≃ 3.1× 103
の周期となり，計算結果と合致する。
同じく吉田の４次公式で計算した各基底の存在確率 c′2i + c
′′2
i が，図 2である。図 3は




上で古典的には Sz の回転と述べたが，系は量子系であり，Ĥ による量子状態の遷移に
よって Sz が回転する。興味深いことに，それがどのように実現されているかがこれらの
図からわかる。図 2と図 3を見ると，各状態の存在確率は，最初は Sz = 2の状態が 1か
ら始まっているが，Ĥ の効果で徐々にスピンが１つずつ下向きに変わり，Sz = 1の状態
の確率が上がる。しかし完全に Sz = 1の状態になることはなく，続いて Sz = 0の状態
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図 2 確率振幅の絶対値 |ci|2 の時間変化




























HjiHik = 0 (29)
が成り立つ場合には，この条件が満たされる。
通常は波動関数を再規格化するなどしてこの条件を満たすようにするのだが，再規格化







ステップ数は，50 万・100 万・200 万で調べた。計算した環境は CPU が Intel Corei7
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表 1 計算速度の比較（単位：秒）
ステップ数 50万 10万 200万
吉田４次 5.70 11.15 22.31
ルンゲ・クッタ４次 4.83 9.50 18.97
ルンゲ・クッタ４次
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